11. cviceni - resSeni

Priklad 1 (a)

f(z) = /|2t — 522 + 4]

Postupujme podle ndvodu uvedeném v teorii ke cviceni 11.
1. defini¢ni obor a spojitost

D(f)=R

f je na celém D(f) spojita jakoZto sloZeni spojitych funkei.

2. lichost, sudost, periodicita Funkce je suda, nebot

f=2) = Yi=o) = 5(=a )+ 4] = /[ = 527 + 4 = fa).
Funkce neni periodickd. Déle uz budeme diky sudosti uvazovat chovani jen na intervalu [0, c0)

3. limity v , krajnich bodech defini¢niho intervalu“

) 4

VOLSF + VOAL
15 | 4 vousevoar

lim f(x) = lim v/|z* — 522+ 4| = lim z- ¢

T—r00 T—r00 T—r00

lim f(z) = lir% 4 |:L.4 — 522 + 4] spojitost f v 0 o)
z—

z—0

4. monotonie a extrémy pomoci prvni derivace

Jelikoz +/z je definovana na [0,00), nelze v nule poéitat derivaci (funkce v 0 neni definovana z obou
stran). Proto v nule nelze pocitat derivaci tabulkové a musi se na to jit pfes Vétu 3.27 o jednostranné
derivaci nebo pies definici. Proto f nebudeme derivovat v bodech, kde |z* — 522 + 4], tedy v bodech
+1,+£2 - v téchto bodech budeme pocitat dle definice.

—5+22?)(4 — 522 + z4)
2|4 — a2 + 934|£

zeR\{-2,-1,1,2} = f'(z) = (4 |x4_5x2+4,>’: x(

Derivace neni definovana pro z takové, ze 4 — 522 + 2% = 0, coz jsou 0 = (22 — 1)(z% — 4), tedy pro
x = +1,42. Tam se ji pokusime dopocitat z definice:

f(14h) — f(1) VIA+h)E=5(1+h)2+4 — /|1 —5+4

! — . — l.
) hli>r(l)l+ h h0t h
— I {1/‘(1 + h)4 B 5(1 + h)2 + 4’ o déleni klg:lnou nulou 50
h—0+ h

YO+ =51+ h)2+4]— YT—5+4|

/ _ —
=)= hl—lgl— h B hl—>0— h
— 1 <L/|(1 + h)4 - 5(1 + h)2 + 4| o déleni zap:ornou nulou _
h—0— h
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Analogicky spocteme f’ (2) = —oo, f (2) = co. V t&hto bodech neexistuje derivace a proto v nich budeme
ocekavat extrém (f(1) = f(2) = 0).
Pro takova x, kde je derivace definované, vySetiime, kde je rovna 0. To je v ptipadé, ze 0 = z(—5 +

22%)(4 — 522 + %), tedy prox =0 a z = \/g Déle vidime, Ze f’ je zaporna na [0,1] a na [\/g, 2], a

kladné na [1, \/g] a na [2,00). Potom f je klesajici na [0, 1], rostouci na [1, \/g], klesajici na [\ﬁ

22 a

rostouci na [2, 00).

Dale v bodech 1 a 2 jsou minima (globalni, hodnota 0), v bodech 0 a \/g jsou lokalni maxima
(f(4/5) = \/g) Obor hodnot je [0, 00).

5. konvexni/konkavni pomoci druhé derivace

/
gy [x(=5+22%)(4 -5z + %)\  —102* 4 232% — 40
fi(x) = 7 = 7
2|4 — 5x? + 4|1 44 — 522 + x4

Defini¢ni obor druhé derivace je shodny s defini¢nim oborem prvni derivace. Dale je nulova pravé kdyz
102* — 2322 + 40 = 0. Spoé¢teme diskriminant D = 232 — 4 -10-40 = —1071, tedy tato situace nikdy
nenastane a druhé derivace je vzdy zaporné.

Pak funkce nemé inflexni body a je ryze konkavni na intervalech [0, 1] (ze sudosti na [—1,1]), [1,2] a
2, 00).

6. asymptoty Pocitejme podle véty 8 z teorie

_ T . |zt =5+ 4 5 4
im 2 _ VI |:</|1_$2+$4VOLSFZ+VOAL1

T—00 I T—00 X

) 4
1 —_ = 1 <1/4_—2_ — 3 . 4 _ _
lim (f(z) —2) = lim /]2t =52% +4 2 = lm - (\/[1 = 5+ |- 1)

T—r00 Tr—00

b L=+ el -1 0

= P AT B PRI 5 L Antiq1
M-z +aDi+(l-—z+aDi+ (- +x)i+1

Tedy asympotou je pfimka y = z, nebot a =1 a b= 0.

7. graf

Gral:
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Priklad 1 (b)
vysledek zde

9% — 54

f(x):m

Postupujme podle ndvodu uvedeném v teorii ke cviceni 11.
1. defini¢ni obor a spojitost

D(f) =R\ {log; 12}

f je na celém D(f) spojita jakoZto sloZeni spojitych funkei.

2. lichost, sudost, periodicita

9% — 54
)= o
(3-% — 12)

Ziejmé neplati ani f(—x) = f(x), ani f(—z) = —f(x), tedy f neni ani sud4, ani licha. Zfejmé neni
ani periodicka.

3. limity v ,krajnich bodech defini¢niho intervalu®

. . 9* — 54 voar 0—54 —-54 -3
lim f(r)= lim ———— "= 5 = = —
T——00 T——00 (3:(: — 12) (0 _ 12) 144 8
o . 1
lim  f(x) V&l 90, lim ———— =90-00 =00
z—logg 12— z—logg 12— (3% — 12)
z—>lolél;12+ flw) = o
9% (1 — 54-9)
Jm ) = Jim 5 (1-24-37% + 144-9-2)

4. monotonie a extrémy pomoci prvni derivace

f’(x) _ ( 9T _ 54 )’ _ 9%log 9 - (3w _ 12)2 . (9$ _ 54) . 2(3:v _ 12)3x log3 _
(37 - 12)° (3 —12)*
B 108 -log3-3* — 12 -1log9 - 9*
(32 —12)°

108 -log3 - 3* — 12 -log9 - 9*
(37 —12)3

9 —log3- 3
(30 —12)

f(z) >0 < =12-log3-3"- >0

9—log3-3"

9
>0 <= z € (log; =,log; 12
(30— 12)3 ! < 063 97088 )

f na (—oo,logs 3) U (logg 12, 00) klesd a na (logs 3, logs 12) roste.
Globalni minimum je bod [logB %, —g]

5. konvexni/konkavni pomoci druhé derivace
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https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kalenda/pis-fsv/1011/mi-c.pdf

() = <108-1og3-3l“ — 12-log9-9x>’ B
(3v —12)*
(108 -log?3- 37 — 12 -1og?9 - 9%) (3% — 12)® — (108 - log 3 - 37 — 12 -log 9 - 9%) 3 - (3% — 12)* - log 3 - 37
(37 —12)°

f">0

(108 -log?3 - 3% — 12 -1og?9 - 9%) (3% — 12)® — (108 - log 3 - 3° — 12 -log9-9%) 3 - (3* — 12)* -log3- 3" > 0
<

(3% —12)” ((108 - log? 3 - 3" — 12 - log” 9 - 9%) (3" — 12) — (108 - log3- 3" — 12-log9-9%) 3 - log3 - 3%) > 0
<= log3 3" ((108 -log3 — 24 -log9 - 3*) (3* — 12) — 3 (108 - log 3 - 3® — 12-10g 9 - 9%)) > 0

<= (108-log3 —24-1og9-3%) (3* —12) — 3 (108 -log3 - 3" — 12 -log 9 - 9%) > 0

<= 108 -log3-3" — 12108 -log3 — 24 - log9 - 9* + 288 -log9 - 3* — 3 - 108 -log3 - 3* + 36 - log9 - 9* > 0
< 244% +360-y — 1296 > 0 pro y := 3%

— >4+ 15y—54 >0 proy:=3° <= y € (—o0,—18)U(3,00) proy := 3% <= x> 1

f je na (—ool) konkavni a na (1,logs 12) a na (logs 12, 00) konvexni.
Inflexni bod je [1,—3].

6. asymptoty
Spoc¢téme dle definice asymptoty v nekonecnech.

9*—12 192

7192 1- 12 y
Ao = i M lim ﬂ = lim 249 - VOAL; Spoj 0
T—00 I T—r00 X :c—)oox( _37+T)
boo = Jim, (fl@) —az) = Jim flz) =1
9””—122
OG_oo = lim L(x) — lim (377127 VeAL 0
T——00 I T——00 T

: . 3

boo= lim (f() —ax) = lim_f() =3
Asymptota v oo je y = 1, asymptota v —o0 je y = _%_

7. graf
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Graf:

Priklad 2 bez vzorového reSeni

Priklad 3 Vizte navody a vysledné grafy zde: odkaz.
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